ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1) Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης f(x) = x2 –5x + 7 στο σημείο xo = 1.

2) Να εξετάσετε αν είναι παραγωγίσιμη η συνάρτηση f(x) = 
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 στο σημείο xo = 1.

3) Να εξετάσετε αν η συνάρτηση f(x) =
[image: image2.wmf]x

 είναι παραγωγίσιμη στο σημείο xo = 0.

4) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
[image: image3.wmf]xx

×

. Να αποδείξετε ότι η f παραγωγίζεται στο xo= 0 και να βρείτε την 
[image: image4.wmf]f(0)

¢

.

5) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
[image: image5.wmf]xx1
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. Να εξετάσετε αν η f παραγωγίζεται στο xo = 1.

6) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
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. Να αποδείξετε ότι η f παραγωγίζεται στο xo = 1 και να βρείτε την 
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 .
7) Να εξετάσετε αν είναι παραγωγίσιμες στο σημείο xo οι συναρτήσεις

  α) f(x) = 
[image: image8.wmf]2

xx1   ,

αν x1

x3x2  ,

αν x1

ì

+-£

ï

í

++->

ï

î

, xo = 1   β) f(x) = 
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, xo = 0
  γ) f(x) = 
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 ,xo = 0     δ) f(x) = 
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, xo = 0
8) Αν μια άρτια συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη στο διάστημα (–α ,α), να αποδείξετε ότι 
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9) Δύο συναρτήσεις f ,g είναι ορισμένες στο R και για κάθε x
[image: image13.wmf]Î

 R ,ισχύει g(x) = xf(x). Αν η g είναι παραγωγίσιμη στο σημείο xo = 1, να αποδείξετε ότι και η f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό.
10) Έστω f ,g συναρτήσεις ορισμένες στο R και παραγωγίσιμες στο σημείο xo = 0. Αν ισχύει f(0) = g(0) και 
f(x) +x ≥ g(x) για κάθε x
[image: image14.wmf]Î

 R*, τότε να δείξετε ότι 
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11) Δίνεται συνάρτηση f ορισμένη στο 
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 και παραγωγίσιμη στο σημείο ξ
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12) Δίνονται οι συναρτήσεις f ,g, h ορισμένες στο R, για τις οποίες γνωρίζουμε ότι:

    (α) f(0) = g(0) = h(0)       (β) f(x) < h(x) < g(x)        (γ) f´(0) = g´(0).

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση h είναι παραγωγίσιμη στο 0.
13) Έστω συνάρτηση f η οποία για κάθε x
[image: image20.wmf]Î

 R ικανοποιεί τη σχέση 2xημx ≤ xf(x) ≤ ημ2x + x2 .Αν  f(0) = 0 να αποδείξετε ότι η f παραγωγίζεται στο xo = 0 και να βρείτε την f´(0). (υπόδ: διαιρούμε με x2 και κρ. παρεμβολής)
14) Έστω συνάρτηση f η οποία για κάθε x
[image: image21.wmf]Î

 R ικανοποιεί τη σχέση f3(x) + xf2(x) = x3 + ημ3x .Αν η f παρα- γωγίζεται στο xo = 0 να βρείτε την f´(0). (υπόδ: πρώτα βρίσκουμε το f(0) και κατόπιν διαιρούμε την ισότητα με x3 )
15) Δίνεται συνάρτηση f: 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image23.wmf]®

 R, τέτοια ώστε για κάθε x ,y
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 να ισχύει η σχέση f(xy) = f(x)f(y). Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο xo = 1, να αποδείξετε ότι είναι παραγωγίσιμη σε κάθε xo
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. Επιπλέον δείξτε ότι 
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16) Αν η συνάρτηση f είναι ορισμένη στο  R και παραγωγίσιμη στο σημείο α, με f(α)
[image: image29.wmf]¹

0, να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
[image: image30.wmf]f(x)

 είναι παραγωγίσιμη στο α.
17) Δίνεται συνάρτηση f  ορισμένη στο  R ,για την οποία ισχύουν:

α) f(x + y) = f(x) + f(y) + x2y , για κάθε x ,y
[image: image31.wmf]Î

 R             β) f´(0) = 1

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο R.

18) Δύο συναρτήσεις f ,g είναι ορισμένες σε ένα διάστημα Δ =(α,β) και ισχύει f(x) ≤ g(x) για κάθε x
[image: image32.wmf]Î

Δ. Αν xo
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Δ με f(xο) = g(xο) και οι f ,g είναι παραγωγίσιμες στο xo ,να αποδείξετε ότι 
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19) Δίνεται συνάρτηση f  ,η οποία είναι συνεχής στο xo
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 R και ισχύει ότι 
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. Να αποδείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο xo.
20) Δίνεται συνάρτηση f συνεχής στο xo = 2 με  
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= 6.Να αποδείξετε ότι η f παραγωγίζεται στο xo = 2 και να βρείτε την f´(2). (υπόδ: θεωρούμε g(x) = το κλάσμα του ορίου )
21) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = eαxημβx. Δείξτε ότι 
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22) Δίνεται η συνάρτηση f(x) =
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   Α) να βρείτε την παράγωγο της f                    Β) αποδείξτε ότι η 
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 είναι συνεχής

   Γ) υπολογίστε τα όρια 
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23) Μια συνάρτηση f είναι δυό φορές παραγωγίσιμη στο R. Βρείτε τη δεύτερη παράγωγο της συνάρτησης fof.
24) i)Αν η παραγωγίσιμη και ορισμένη στο R συνάρτηση f είναι άρτια , δείξτε ότι η f´ είναι περιττή.

     ii)Αν η παραγωγίσιμη και ορισμένη στο R συνάρτηση f είναι περιττή, δείξτε ότι η f´ είναι άρτια.

25) Δίνεται η δύο φορές παραγωγίσιμη περιττή συνάρτηση f ορισμένη στο διάστημα (–α ,α). Δείξτε ότι 
[image: image43.wmf]f(0)0
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26) Δίνεται η άρτια συνάρτηση f ,παραγωγίσιμη σε όλο το R. Αν 
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 δείξτε ότι g´(0)=1.

27) Δίνεται η συνάρτηση f: (0, 
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 R με f(xy) = f(x) + f(y) για κάθε x ,y
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). Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο (0, 
[image: image49.wmf]+¥

) να αποδείξετε ότι:
  Α) 
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[image: image54.wmf]Î

(0, 
[image: image55.wmf]+¥

).
28) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) = x2 –2x + 3 , στο σημείο xo =1.
29) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) = xlnx , στο σημείο xo =1.
30) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) =
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31) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) = 
[image: image57.wmf]x2x
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, στο σημείο xo =3.

32) Δίνεται η συνάρτηση f(x) =
[image: image58.wmf]2
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. Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτομένων της Cf στα σημεία στα οποία η τιμή της συνάρτησης είναι ίδια με την τιμή της παραγώγου.
33) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) = 
[image: image59.wmf]x2x
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, στο σημείο xo =1.

34) Δίνεται η συνάρτηση f(x) =
[image: image60.wmf]3
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. Σε ποια σημεία της Cf ορίζεται εφαπτόμενη και σε ποιά όχι;

35) Δίνεται η συνάρτηση f(x) =
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.Σε ποια σημεία της Cf ορίζεται εφαπτόμενη και σε ποιά όχι;

36) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x2 –2x + 3. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστα- σης της συνάρτησης που είναι παράλληλη στην ευθεία που διχοτομεί το πρώτο και το τρίτο τεταρτημόριο των αξόνων.
37) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x2 –2x .Να βρείτε σημείο Μ της Cf τέτοιο ώστε η εφαπτόμενη της Cf στο Μ να είναι κάθετη στην ευθεία y – x + 1= 0.

38) Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = e–x και g(x) = –lnx. Αν Α είναι το σημείο τομής της Cf με τον y´y και Β το σημείο τομής της Cg με τον x´x ,να αποδείξετε ότι η ευθεία ΑΒ είναι κοινή εφαπτόμενη των Cf και Cg.
39) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x2 –αx + 2. Να προσδιορίσετε την τιμή του α έτσι ώστε η ευθεία 2x – y = 0 να εφάπτεται στην Cf.
40) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x2 +αx + 1.Δείξτε ότι για κάθε τιμή του α
[image: image62.wmf]Î

R ,η εφαπτόμενη ευθεία της Cf στο σημείο xo =1 διέρχεται από την αρχή των αξόνων.
41) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = αx2 +x + 1.

  Α) να προσδιορίσετε το α έτσι ώστε η εφαπτόμενη ευθεία της Cf στο σημείο xo =1 να διέρχεται από την αρχή των αξόνων

  Β) να προσδιορίσετε το α έτσι ώστε η εφαπτόμενη ευθεία της Cf στο σημείο xo =1 να σχηματίζει ισοσκελές τρίγωνο με τους άξονες.

42) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x4 –2x2 + c.

  Α) να αποδείξετε ότι υπάρχουν τρία σημεία Α ,Β ,Γ της γραφικής παράστασης της f στα οποία οι εφαπτόμενες της Cf είναι παράλληλες στον άξονα x´x
  Β) να δείξετε ότι τα σημεία Α ,Β ,Γ σχηματίζουν τρίγωνο με σταθερό εμβαδό

43) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) = 
[image: image63.wmf]2
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,που σχηματίζει γωνία  π/4 με τον άξονα x´x.
44) Έστω Α ένα κοινό σημείο των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων f(x) = exημx  και g(x) =ημx, όπου το πεδίο ορισμού και των δυο συναρτήσεων είναι το διάστημα (–π ,π). Να αποδείξετε ότι οι Cf και Cg έχουν κοινή εφαπτόμενη στο σημείο Α.

45) Δίνεται η συνάρτηση f(x) =
[image: image64.wmf]2

2

2x

αxβ

x3x2

++

+-

. Να βρείτε τις τιμές των πραγματικών αριθμών α ,β έτσι ώστε η Cf να περνά από την αρχή των αξόνων και η εφαπτόμενή της στο σημείο xo = –1 να είναι κάθετη στην ευθεία 2x – 2y +5 = 0.

46) Δίνεται η συνάρτηση f(x) =
[image: image65.wmf]2
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. Να βρείτε τις τιμές των παραμέτρων α ,β ,γ για τις οποίες η Cf στο σημείο xo =1, έχει εφαπτόμενη παράλληλη στην ευθεία  x – 2y +1 = 0.
47) Να βρεθεί η τιμή της παραμέτρου α έτσι ώστε οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 

f(x) = 3x2 +αx + 2 και g(x) = 
[image: image66.wmf]x1
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 να έχουν κοινή εφαπτόμενη σε ένα κοινό τους σημείο.
48) Δίνεται η συνάρτηση f(x) =x2 +αx + 2. Για ποιά τιμή της παραμέτρου α, υπάρχουν εφαπτόμενες που διέρχονται από την αρχή των αξόνων;

49) Να βρεθεί ο α
[image: image67.wmf]Î

R ,έτσι ώστε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f(x) =
[image: image68.wmf]3
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 σε ένα κοινό της σημείο με τον άξονα x´x ,να σχηματίζει γωνία π/4 με τον άξονα αυτό. Η εφαπτόμενη αυτή έχει άλλο κοινό σημείο με την Cf ;
50) Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = –x2 +4x  και g(x) = 
[image: image69.wmf]α
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, α
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0. Να βρείτε για ποιά τιμή του α ,η εφαπτόμενη της Cf στο σημείο xo = 1 ,εφάπτεται και στην Cg.
51) Μια συνάρτηση f είναι δυο φορές παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα Δ και f´(x) 
[image: image71.wmf]¹

0 για κάθε x
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Δ. Να αποδείξετε ότι η εφαπ΄τομενη ευθεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 
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 σε ένα κοινό σημείο της με τον άξονα x´x ,σχηματίζει γωνία π/4 με αυτόν.
52) Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = ex   και g(x) = e–x και τα σημεία Α(xo ,f(xo)) ,B(xo ,g(xo)). Η εφαπτόμενη της Cf στο Α ,τέμνει τον άξονα x´x στο σημείο Γ, ενώ η εφαπτόμενη της Cg στο Β τέμνει τον άξονα x´x στο σημείο Δ. Να αποδείξετε ότι:
  Α) το μήκος του τμήματος ΓΔ είναι σταθερό (ανεξάρτητο του xo)

  Β) το ΑΔΓ είναι ισοσκελές τρίγωνο             Γ) το Β είναι το ορθόκεντρο του ΑΔΓ

53) Δίνεται η συνάρτηση f(x) =
[image: image74.wmf]α
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, α
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0. Να αποδείξετε ότι:

  Α) από κάθε σημείο του άξονα x´x διέρχεται μία μόνο εφαπτόμενη της Cf
  Β) η εφαπτόμενη αυτή σχηματίζει με τους άξονες ,τρίγωνο σταθερού εμβαδού.

54) Δίνονται οι συναρτήσεις f ,g, h ορισμένες στο R για τις οποίες υποθέτουμε ότι για κάθε x
[image: image76.wmf]Î

 R:
  α) η f είναι παραγωγίσιμη και f(x) 
[image: image77.wmf]¹

0,           β) η h είναι δύο φορές παραγωγίσιμη

  γ) g(x) = f(x)·h´(x)   και     δ) (h(x))2 + (h´(x))2 =1

Αν το (xo ,yo) είναι ένα κοινό σημείο των  Cf και Cg ,να αποδείξετε ότι οι Cf και Cg έχουν στο (xo ,yo) κοινή εφαπτομένη.
55) Δίνεται η συνάρτηση f(x) = αx2 , α
[image: image78.wmf]¹

0 και τα σημεία Α(x1 ,f(x1)) ,B(x2 ,f(x2)).

Α) να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμενες της Cf στα Α ,Β τέμνονται σε σημείο Μ του άξονα y´y αν και μόνο αν

      x1 = – x2
Β) να βρείτε τις συντεταγμένες των Α, Β, Μ έτσι ώστε το τρίγωνο ΑΒΜ να είναι ορθογώνιο στο Μ.

 56) Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = x2   και g(x) = 
[image: image79.wmf]1
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.
  Α) να βρείτε την εξίσωση της κοινής εφαπτομένης των γραφικών παραστάσεων των δύο συναρτήσεων

  Β) αν Α, Β είναι τα σημεία επαφής της ευθείας με τις Cf και Cg και Γ, Δ τα σημεία τομής της ευθείας με τους άξονες x´x και y´y αντίστοιχα ,να αποδείξετε ότι το Β είναι μέσο του ΓΔ και το Γ ,μέσο του ΑΔ. 
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